Wann gleichen sich Treffer und Nieten erstmals aus?

NORBERT HENZE, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Eine faire Miinze wird solange
geworfen, bis erstmalig jede der beiden Seiten gleich
oft oben lag. Die Anzahl der dazu niotigen Wiirfe sei
mit W bezeichnet. In diesem Aufsatz wird die Ver-
teilung von W hergeleitet. Uberraschenderweise gilt
E(W) = eo. Im Mittel wartet man also unendlich lan-
ge, bis sich ein Unentschieden zwischen Treffern und
Nieten einstellt.

1 Einleitung

Es ist nicht zu hoch gegriffen, unabhingige
Bernoulli-Versuche mit zwei gleich wahrscheinli-
chen Ausgingen als die ,Mutter allen Zufalls™ zu
bezeichnen. Eine Einkleidung hierfiir ist das wieder-
holte Werfen einer fairen Miinze. Lassen Sie doch
einmal Thre Schiilerinnen und Schiiler schitzen, wie
oft man eine solche Miinze ,,im Mittel“ werfen muss,
bis erstmals jede der beiden Seiten Zahl und Wap-
pen gleich oft oben lag. Wissen Sie es? Vermutlich
nicht, denn diese ganz natiirliche Frage ist iiblicher-
weise nicht Stoff einer einfithrenden Vorlesung in die
Stochastik.

Bezeichnen wir Zahl als Treffer und Wappen als Nie-
te,und codieren wir diese Falle mit 1 bzw. 0, so stellt
sich ein erstmaliger Ausgleich zwischen Treffern und
Nieten genau dann nach nur zwei Wiirfen der Miinze
ein, wenn die beiden ersten Wiirfe von links nach
rechts gelesen 10 oder O1 ergeben, und die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir ist 1. Es gilt also

MW:@:é

Hierbei gibt die Zufallsgroe W die Anzahl der
Bernoulli-Versuche (Miinzwiirfe) an, bis erstmals
gleich viele Treffer wie Nieten aufgetreten sind. In
50% aller Fiélle gibt es also schon nach nur zwei
Wiirfen einen solchen Gleichstand, und mit dieser
Erkenntnis driangt sich die Vermutung geradezu auf,
dass der Erwartungswert von W irgendwo im einstel-
ligen Bereich liegt.

Hier kann es nicht schaden, Erfahrungen mit Meister
Zufall zu sammeln. Diesbeziiglich zeigen die Daten
von Abb. 1 zeilenweise zu lesende Ergebnisse von
Wiirfen einer handelsiiblichen Miinze, die ich selbst
erhalten habe.

1101110000110111010101100
0111101000011001101111001
1000101110111110110110111
1000110100100011000001101
0100010101111111001100101
1011011011010100011101010
1001011110001001100000011
1100101010100110101000110

Abb. 1: Ergebnisse von 200 Miinzwiirfen
(zeilenweise gelesen)

In diesem Fall tritt der erste Gleichstand zwischen
Treffern und Nieten nach dem zehnten Wurf auf.
Z3hlt man danach wieder neu, so stellt sich in 190
Wiirfen kein weiterer Gleichstand zwischen Treffern
und Nieten ein! Das 100-malige Warten auf den ers-
ten Gleichstand mithilfe von Computersimulationen
ergab 49 mal den Wert 2 und 12 mal den Wert 4,
aber unter anderem auch je einmal die Werte 50, 74,
116, 150, 154,240, 1714 und 15910. Diese Beobach-
tung ldasst authorchen und macht neugierig. Ist der
Erwartungswert von W vielleicht deutlich grof3er als
vermutet? Da ein solcher Gleichstand nur nach einer
geraden Anzahl von Wiirfen auftreten kann, nimmt
W die moglichen Werte 2,4,6, ... an, und der Erwar-
tungswert berechnet sich iiber die Formel

EW) = i2n-P(W:2n). (1)
n=1

Wir sind somit gefordert, einen Ausdruck fiir P(W =
2n) fiir jedes n > 1 herzuleiten, also die Verteilung
von W zu bestimmen. Diesem Ziel dient unter ande-
rem dieser Aufsatz.

Fragen Sie ihre Schiilerinnen und Schiiler, mit wel-
chen Wahrscheinlichkeiten die ZufallsgroBe W die
Werte 4 bzw. 6 annimmt, so werden Sie vermutlich
schnell folgende Antworten erhalten: Das Ereignis
{W =4} tritt genau dann ein, wenn die ersten vier
Bernoulli-Versuche 1100 oder 0011 ergeben. Da je-
de dieser Vierersequenzen die Wahrscheinlichkeit %
besitzt, gilt

2 1
)= 68 2
Dariiber hinaus nimmt W genau dann den Wert 6 an,
wenn fiir die Ausgidnge der ersten sechs Miinzwiirfe
einer der vier Falle 111000, 110100, 000111 oder

001011 zutrifft. Es folgt also

P(W =4

PW =6)=4-

616 3)
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Natiirlich kann man auch noch P(W = 8) und P(W =
10) durch Abzihlen giinstiger Anfangsverlaufe der
Bernoulli-Versuche bestimmen, aber dieses Vorge-
hen liefert keinerlei Anhaltspunkt, wie ein Ausdruck
fir P(W = 2n) fiir allgemeines n aussehen konn-
te. Eine kleine strukturelle Einsicht, die man jedoch
vielleicht schon aufgrund der Félle W =2, W =4
und W = 6 gewonnen hat, ist die, dass P(W = 2n)
von der Gestalt

IP’(WzZn):Z-% (4)
ist. Dabei bezeichnet u,, die Anzahl der Sequenzen
aus Einsen und Nullen der Linge 2n, die mit ei-
ner Eins beginnen (Symmetrieargument!) und gleich
viele Einsen wie Nullen aufweisen. Dabei darf aber
im Fall n > 2 keine kiirzere Anfangssequenz gerader
Lénge gleich viele Einsen wie Nullen enthalten.

Fragen Sie Ihre Schiilerinnen und Schiiler doch ein-
mal nach dem Wert von ug! Diese Aufgabe erfordert
Fallunterscheidungen, und man muss stets daran den-
ken, dass bei allen giinstigen Sequenzen der Linge
8 von links nach rechts gelesen der Saldo zuguns-
ten der Einsen immer positiv ausfallen muss und erst
ganz am Ende ein Ausgleich zwischen Einsen und
Nullen stattfindet. Hiermit schilen sich als einzige
giinstige Achtersequenzen

11110000, 11101000, 11100100,
11011000, 11010100

heraus. Also gilt ug = 5 und damit wegen (4)

5 5

&)
Im nichsten Abschnitt leiten wir eine geschlossene
Formel fiir P(W = 2n) und damit fiir u,, her. Dabei
gehen wir einen lehrreichen kleinen Umweg.

2 Die Verteilung von W

Stellen Sie sich vor, eine Ihrer Schiilerinnen fragt Sie:
,.Kann es nicht sein, dass sich nie ein Gleichstand
zwischen Treffern und Nieten ergibt?* Hier sollten
Sie auf festem wahrscheinlichkeitstheoretischem Bo-
den stehen und iiber das folgende Hintergrundwissen
verfiigen.

Ein stochastisches Modell fiir gedanklich beliebig oft
unter gleichen, unabhéngigen Bedingungen durch-
gefiihrte Miinzwiirfe sind stochastisch unabhéngige
Zufallsgroen X1,X>, ... mit der Eigenschaft

jz1 (6

Dabei modelliert X; das Ergebnis des j-ten
Miinzwurfs, j > 1.

Ein gemeinsamer Grundraum, auf dem die X;
als Abbildungen definiert werden konnen, ist die
iiberabzihlbare Menge Q = {0,1} aller unendli-
chen Folgen ® = (®;,y,...) aus Nullen und Ein-
sen. In dieser Folge steht das j-te Folgenglied fiir
das Resultat des j-ten Miinzwurfs, und es ist dann
Xj(w) := wj, j > 1, gesetzt. Die Wahrscheinlichkeit
aller Folgen aus €, deren erste n Folgenglieder fest-
gelegt sind, ist gleich (1/2)". Hieraus folgt, dass jede
einzelne Folge die Wahrscheinlichkeit null besitzt; es
gilt also P({w}) = 0 fiir jedes @ € Q.

Dieses Modell fiir (gedanklich) unendlich viele
Bernoulli-Versuche ist so reichhaltig, dass es ganze
Biicher fiillt (wobei meist allgemeiner P(X; = 1) =
p=1—P(X;=0) fir ein p mit 0 < p < 1 angenom-
men wird), siehe z.B. Lesigne (2005) oder Henze
(2018), Kapitel 2 und Abschnitte 4.1-4.4. Betrachtet
man hier nur die ersten n Bernoulli-Versuche, so ist
die als Anzahl der erzielten Treffer interpretierbare
ZufallsgroBe X + ...+ X, binomialverteilt mit Para-
metern n und p.

Mit dem obigen theoretischen Hintergrund konnen
wir die Wartezeit W (im Sinne der Anzahl der noti-
gen Versuche) auf den ersten Gleichstand zwischen
Treffern und Nieten formal als

W((,l)) = 1Ilf{2k :k>1und X; ((J)) +... +X2k(0)) = k},

o € Q, definieren. Da die Bin(2k,1/2)-verteilte Zu-
fallsgroBe X; + ...+ Xoi die Anzahl der Treffer unter
den ersten 2k Bernoulli-Versuchen angibt, bedeutet
das Ereignis {X; + ...+ Xor = k} ja gerade, dass man
in 2k Versuchen gleich viele Treffer wie Nieten be-
obachtet hat.

Fiir diejenigen Folgen ® = (®;,y,...) aus Q wie
z.B. den konstanten Folgen ® = (1,1,1,,...) und
o = (0,0,0,...), fir die es kein k mit X;(®) + ...+
Xor(®) = k gibt, nimmt die Zufallsgroe W als In-
fimum iiber die leere Menge definitionsgemil3 den
Wert unendlich an. Wir werden aber sehen, dass
P(W < o) =1 gilt, sodass das Ereignis {W = o}
nur mit der Wahrscheinlichkeit null auftritt. Der fra-
genden Schiilerin kann man also entgegnen: ,,Ja, das
kann rein theoretisch passieren, aber nur mit der
Wabhrscheinlichkeit null‘* Natiirlich hétte man die-
se Antwort auch ohne jegliche Stochastikkenntnisse
,»aus dem Bauch heraus™ gegeben.

Um die Wahrscheinlichkeit P(W = 2n) zu erhalten,
gehen wir einen kleinen, lehrreichen und recht oft
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auftretenden Umweg. Wir bestimmen zunichst die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass wir ldnger
als 2n Versuche auf den ersten Gleichstand zwischen
Treffern und Nieten warten miissen, also P(W > 2n).
Da die ZufallsgroBe W nur geradzahlige Werte an-
nehmen kann, geht es im Folgenden also um die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {W > 2n +2}.
Da das Ereignis {W > 2n} die Vereinigung der un-
vereinbaren Ereignisse {W = 2n} und {W > 2n+2}
ist, gilt

P(W >2n) =P(W =2n)+P(W >2n+2)
und folglich
P(W =2n) =P(W >2n)—-P(W >2n+2). (7)
Wir werden sehen, dass

()

22n

P(W>2n+2)= n>1, 8)
gilt, wobei diese Gleichung wegen (8) =1,20=1
und P(W >2) = 1 auch fiir n = 0 erfiillt ist. Mithilfe
von (7) erhilt man dann die Verteilung von W durch
elementares Rechnen mit Fakultiten (Ubungsaufga-
be fiir Ihre Schiilerinnen und Schiiler!) zu

(Z(n:ll)) 1
22(1’[—1) ' %7 n Z 1 (9)

P(W =2n) =

Als weitere Ubungsaufgabe konnte man nachpriifen,
ob diese allgemeine Formel die schon erhaltenen
Spezialfille (2), (3) und (5) bestatigt.

Entscheidend ist also nur die Herleitung von (8).
Diese Gleichung ist insofern bemerkenswert, als der
rechts stehende Quotient

n 1\" X 1 2n—n

n 2 2
nach der Formel von Bernoulli gleich der Wahr-
scheinlichkeit ist, in 27 unabhingigen Bernoulli-

Versuchen mit gleicher Trefferwahrscheinlichkeit %
genau n Treffer zu erzielen; es gilt also

P(W >2n+2)=PX;+...+ X2, =n).

Um (8) herzuleiten, beschreiben wir die Ergebnisse
der ersten 2n Bernoulli-Versuche als Wege in einem
Koordinatensytem. Dabei wird auf der horizontalen
Achse die Anzahl der Versuche aufgetragen, und es
wird jeder Treffer als Aufwértsschritt und jede Nie-
te als Abwirtsschritt dargestellt. Abb. 1 zeigt einen
solchen Weg in Form eines Polygonzuges.

2k |

Abb. 1: Bernoulli-Sequenz der Lange 2n als Weg

Obwohl dieser Weg der Liange 2n den konkreten Fall
2n = 10 und die Sequenz 1101100111 reprasentiert,
beschreibe er allgemein den Fall, dass es im Laufe
von 2n Bernoulli-Versuchen nie zu einem Ausgleich
von Treffern und Nieten kommt (der Weg trifft nicht
die horizontale Achse), dass der erste Versuch einen
Treffer ergibt (der Weg beginnt mir einem Aufwirts-
schritt), und dass am Ende die Differenz zwischen
der Anzahl der Nieten und der Treffer gleich 2k ist
(der Weg endet im Punkt (2n,2k)).

Codiert man eine Niete nicht mit O, sondern mit —1,
setzt man also Y; :=2X;—1, j > 1, so gilt

2n 2n
ij:O <~ ZXj:l’l.
j=1 j=1

Diese Codierung wird hiufig verwendet, denn wenn
man die Punkte (j,Y; +...+Y;), j > 1, in einem
Koordinatensystem auftragt und zu einem Polygon-
zug verbindet, so liefert jeder Gleichstand zwischen
Treffern und Nieten eine Nullstelle, siehe z.B. Henze
(2018), Kapitel 2.

Das Ereignis {W > 2n+ 2} tritt genau dann ein,
wenn in den ersten 2n Bernoulli-Versuchen kein Aus-
gleich zwischen Treffern und Nieten stattfindet, also
der zugehorige Weg nie die horizontale Achse trifft.
Insgesamt gibt es 22" gleich wahrscheinliche We-
ge der Lange 2n, und aus Symmetriegriinden (Spie-
gelung an der horizontalen Achse!) ist die Anzahl
der fiir das Ereignis {W > 2n + 2} giinstigen We-
ge gleich dem Doppelten der Anzahl der positiven
Wege, die wie der in Abb. 1 dargestellte Weg mit
einem Aufwirtsschritt beginnen und danach nie die
horizontale Achse treffen. Alle positiven Wege en-
den aber in genau einem der Punkte (2n,2k) mit
ke{l1,2,...,n}.

Schreiben wir kurz P, ; fiir die Anzahl der positiven
Wege der Léange 2n, die im Punkt (21,2k) enden, so
gilt also

2 n
P(W>2n+2) = T Y Pux. (10)
k=1
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Wie viele positive Wege von (0,0) nach (2n,2k) gibt
es? Um diese Frage zu beantworten, bestimmen wir
zunichst die mit A, ; bezeichnete Anzahl aller von
(0,0) nach (2n,2k) verlaufenden Wege und ziehen
davon die mit B, bezeichnete Anzahl aller Wege
von (0,0) nach (2n,2k) ab, die nach dem Start min-
desten einmal die horizontale Achse treffen. Es gilt
also

Pn.,k :An,k_Bn,k' (11)

Da jeder Weg von (0,0) nach (2n,2k) ge-
nau n + k Aufwirts- und n — k Abwirtsschritte
durchlduft und wir von den insgesamt 2n Zeitpunkten
0,1,2,...,2n—1 genau n + k auswihlen miissen, zu
denen die Aufwirtsschritte stattfinden (fiir den Weg
in Abb. 1 sind das die Zeitpunkte 0, 1, 3,4, 7, 8 und

9), gilt
2n
Ank = . 12
J <n —i—k) (12)

Jeder Weg von (0,0) nach (2n,2k), der nach seinem
Start mindestens einmal die horizontale Achse trifft,
weist entweder zu Beginn einen Abwirtsschritt auf
(Fall 1), oder er beginnt mit einem Aufwirtsschritt
und trifft dann in seinem Verlauf mindestens einmal
die horizontale Achse (Fall 2). Die Wege zu Fall 1
lassen sich unmittelbar abzihlen, denn nach dem ers-
ten Abwirtsschritt durchlduft der Weg 2n — 1 Schrit-
te, von denen n + k Aufwirtsschritte und n —k — 1
Abwirtsschritte sind. Die Anzahl der Wege zu Fall 1

ist also gleich dem Binomialkoeffizienten (ZnnJ:k]) .

Der zweite Fall ist in Abb. 2 veranschaulicht.

2k |

1 N 2n

Abb. 2: Weg zu Fall 2

Um die zu Fall 2 gehorenden Wege abzuzihlen, ver-
wenden wir eine dem franzosischen Mathematiker
Désiré André (1840-1918) zugeschriebene Metho-
de, die als Spiegelungsprinzip bezeichnet wird (sie-
he z.B. Henze (2018), S. 9 ff.). Hierzu ordnen wir
einem Weg wie in Abb. 2 einen neuen Weg zu, in-
dem wir den Teilweg bis zum ersten Treffpunkt mit
der horizontalen Achse an dieser Achse spiegeln und
den sich anschlieBenden Teilweg unverdndert lassen.
Hierdurch ergibt sich der in Abb. 3 gezeigte Weg.

2k |

Abb. 3: Der Weg aus Abb. 2 nach (Teil-)Spiegelung

Der durch diese Vorschrift erhaltene Weg durchlduft
zu Beginn einen Abwirtsschritt und endet im Punkt
(2n,2k); er ist also ein Weg, auf den Fall 1 zutrifft.
Offenbar gehen bei dieser Spiegelungsvorschrift ver-
schiedene Wege auf verschiedene Weg tiber (die Ab-
bildung ist injektiv). Die Spiegelungsvorschrift ist
aber auch eine surjektive Abbildung (und damit eine
bijektive Abbildung zwischen den Wegen der Fille 1
und 2), denn jeder Weg, fiir den Fall 1 zutrifft, kann
durch Spiegelung seines Anfangteils bis zum erstma-
ligen Treffpunkt mit der horizontalen Achse (unter
Beibehaltung des sich anschlieBenden Teilweges) in
einen Weg iiberfiihrt werden, fiir den Fall 2 zutrifft.
Die beiden Fille 1 und 2 beinhalten also gleich viele

Wege, sodass
2n—1
Bnr=2
mk ( n+k >

folgt. Zusammen mit (11) und (12) ergibt sich also

2n 2n—1
Py = -2 s kzl,..., . (13
* <n+k) <n+k> n. (13)

Dabei verschwindet der Subtrahend fiir £ = n.

Im Hinblick auf (10) miissen wir diese Binomialko-
effizienten noch iiber k£ summieren. Wegen

22” (2n> — 22"[
j=0\J

und der Symmetriebeziehung (2]”) = (,2" ) folgt

2n—j

2n 2n
2 — 22n
Z <n+k> ’ < )
und somit

S L L2
Z(n-i—k) 2 2 2 <n) 14

Fiir den Subtrahenden in (13) machen wir uns zunut-
ze, dass bei ungeradem ¢ jeder der Binomialkoeffi-
zienten (ﬁ.), Jj€{0,...,¢}, genau zweimal in einer
Zeile des Pascalschen Dreiecks. auftritt. Spalten wir
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die beiden grofiten (mittleren) Binomialkoeffizienten
in dieser Zeile ab, so folgt fiir { =2n — 1

2i (2n—1> +2(2n—1> _ 2
S\ ntk n

und somit

2n—=1\ _ o1 ,(2n—1
2,§;<n+k)_2 2< . ) (15)

Mit (13), (14) und (15) ergibt sich also
! 2n—1 1/2
zre =2 )=3(0)
= n 2\ n
1 /2n
2\ n)’
wobei der Nachweis des letzten Gleichheitszeichens
eine weitere kleine Ubungsaufgabe fiir Thre Schiile-
rinnen und Schiiler sein konnte. Angesichts von (10)

haben wir also (8) und damit auch (9) erhalten. Aus
(9) und (4) folgt als Abfallprodukt zudem die Dar-

stellung
1/2(n—1
MZn—_((n )>7 nZL
n\ n—1

und damit speziell der schon durch direktes
Abzédhlen gewonnene Wert ug = 5.

Abb. 4 zeigt ein Stabdiagramm der Verteilung von W .
Mit eingezeichnet ist der relativ groe Wert P(W >
22) = 0,176.

P(W = 2n)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20=22 "

Abb. 4: Stabdiagramm der Verteilung von W

Die Wahrscheinlichkeiten P(W = 2n) geniigen der
Rekursionsformel

2n—1

PW =2(n+1)) = 3—

-P(W=2n), n>1,
mit der Anfangsbedingung P(W = 2) = 1. Auch der
Nachweis dieser Beziehung konnte eine Ubungsauf-
gabe fiir Ihre Schiilerinnen und Schiiler sein.

3 Zum Erwartungswert von W

Wir kommen jetzt zur eingangs gestellten Frage, wie
lange es im Mittel dauert, bis sich Treffer und Nieten
erstmals ausgleichen und damit zum Erwartungswert
von W.

Nach (1) und (9) gilt

oo (Z(n—ll)) I (2n)
_ n— _ n
E(W) - z 22(n—1) 1+ z 22n "
n=1 n=1

Eine spannende Frage ist natiirlich, ob die rechts ste-
hende Reihe konvergiert oder divergiert. Hier kommt
Analysis ins Spiel. Aufgrund der verbliiffenden Li-
mesbeziehung

lim (2’;1) Vnp = L (16)
n—seo | 221 \/ﬁ

(Begriindung folgt!) erhalten wir mit (8) nicht nur,
dass

lim P(W >2n+2) =0

n—yoo
und somit P(W = e) = 0 gilt, sondern auch die Be-
ziehung E(W) = . Nach (16) gilt ja fiir geniigend
grofies n die Ungleichung

22n —2\/ﬁﬁ’

und da die Reihe Z;"zlnfl/ 2 divergiert, divergiert
auch die Reihe Y37, (27)272",

n=1\n

Eine Begriindung von (16) in einem Leistungskurs
konnte so aussehen (siehe hierzu auch das Erklarvi-
deo Henze (2019b)):

Mit sin” x := (sin x)", cos" x := (cos x)",n > 0, sei
/2
I, = / sin"xdx, n>0.
0

Dann gelten Iy = % (nur hierdurch kommt 7 ins
Spiel!) und /; = 1. Fiir £ > 2 liefert partielle Inte-
gration

/2 P
I, = / sin®™ " x sin xdx
0

/2

/2
1x cos x} . +(k— 1)/ sin 2 x cos xdx.
0

= [— sin
Hier verschwindet der erste Summand, und mit
cos?x = 1 —sin’x folgt I, = (k— )5 — (k— 1)
und damit
k—1

Iy = —— I 2,

k>2.
A 2z
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Wegen Iy = % und I; = 1 ergibt sich

I B 2n—1 2n—3 3 1=

T Ton w2 a2y
2n 2n—2 4 2

bpt1 = s—— 5 ——" 2 3 1,

2n+1 2n—1 "5 3

und mit b, < by, < I, erhalten wir dann

2-4....-(2n) 1-3-2n—1) =
3.5-...-(2n+1) 2-4....-(2n) 2
2-4-...-(2n—2)

< .
= 3.5....-(2n—1)

Setzen wir kurz

22.42.....(2n)? 1

a = .

! 12.32.....(2n—1)2 2n+1’
2242 (202 1

b, =

12.32..-(2n—1)2 2n
sowie ¢, := a,(2n+ 1), so folgt

T

sowie

0 S bn_ggbn_an

B 1 1 - Cn

- (Z_n T n+ 1) " 2n(2n+1)

dap

o

Wegen lim,_,e(b, —a,) = 0 und a, < m/2 folgt
lim,, . b, = /2, was nach Multiplikation mit 2 die
beriihmte Produktdarstellung

224220 1
= lim -—
n—e12.32..(2n—1)% n

der Kreiszahl © von John Wallis (1616-1703) liefert.

Zieht man hier die Wurzel und geht zum Reziproken
iiber, so ergibt sich
1 . 13-...-(2n—1)
- =1 /.
VR nom 2-4-..-(2n) v
Wenn man jetzt noch den Bruch mit 2"n! erweitert,
so folgt (16).

4 Schlussbhemerkungen

Stochastik lebt von spannenden konkreten Proble-
men, die zudem noch mit Uberraschungen aufwar-
ten. Hierzu passen die in diesem Aufsatz aufge-
worfenen Fragen im Zusammenhang mit Bernoulli-
Versuchen. Ein unendlicher Erwartungswert fiir

die Anzahl der Bernoulli-Versuche bis zum ersten
Gleichstand zwischen Treffern und Nieten ist vollig
kontraintuitiv, zumal die Anzahl der Versuche bis
zum erstmaligen Erreichen eines vorgegebenen noch
so langen Musters aus Einsen und Nullen einen
endlichen Erwartungswert besitzt, siche z.B. Henze
(2020b).

Eine andere nahe liegende Frage ist, wann bei un-
abhingigen Bernoulli-Versuchen mit gleicher Tref-
ferwahrscheinlichkeit 1/2 erstmals mehr Treffer als
Nieten aufgetreten sind. Bezeichnen wir die dazu
notige Anzahl von Versuchen mit V, so nimmt V fiir
die Daten aus Abb. 1 den Wert 1 an, da der erste
Versuch einen Treffer ergeben hat. Schiilerinnen und
Schiiler konnen auch hier schnell erkennen, dass
1 1 2
=—,P(V=35)= %)
gelten, denn fiir den Fall V = 3 gibt es nur die Se-
quenz 011, und das Ereignis {V = 5} tritt fiir die bei-
den Sequenzen 01011 und 00111 aus Treffern und
Nieten ein.

Nachdem wir E(W) = e gezeigt haben, konnen wir
jetzt ohne jegliche Rechnung das frappierende Re-
sultat einsehen, dass auch V einen unendlichen Er-
wartungswert besitzt. Warum? Zunichst ist aus Sym-
metriegriinden klar, dass man gedanklich Treffer und
Nieten vertauschen kann und dass somit V die glei-
che Verteilung wie die Anzahl der Versuche besitzt,
bis erstmalig mehr Nieten als Treffer aufgetreten
sind.

Die Anzahl W der Versuche bis zum ersten Gleich-
stand zwischen Treffern und Nieten ldsst sich aber
additiv zerlegen in 1 (das ist der zu zédhlende erste
Versuch, der uns einen Treffer bzw. eine Niete lie-
fert) und V', denn danach warten wir entweder darauf,
dass erstmals mehr Nieten als Treffer auftreten oder
umgekehrt, und die dafiir notige Anzahl der Versu-
che hat — ganz egal, was der erste Versuch ergeben
hat — die gleiche Verteilung wie V. Es gilt also die
durch eine Tilde beschriebene Verteilungsgleichheit

W~ 14V (17)

Hiermit ist zum einen klar, dass E(V) = « gelten
muss, denn andernfalls wiére ja aufgrund der Addi-
tivitit der Erwartungswertbildung auch E(W) < .
Zum anderen erhélt man auch die Verteilung von V,
denn mit (9) und (17) folgt fiir jedes n > 1

P(V=2n—1) = P(W=2n)
(Z(n—l)) 1
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Setzt man hier n = 1, n =2 und n = 3, so ergeben
sich mit 0! = 1 (wie es sein muss) die oben stehen-
den Werte fur P(V =1),P(V =3) und P(V =5). Die
Fragen nach den Verteilungen von W und V hingen
unmittelbar mit dem sog. Hauptlemma fiir symmetri-
sche Irrfahrten zusammen, siehe z.B. Feller (1968),
S. 76, Henze (2018), S. 13, oder das Erklarvideo
Henze (2020a).

Was die Behandlung der in diesem Aufsatz gestellten
Fragen in einem Leistungskurs betrifft, ist die Her-
leitung der Verteilung von W insofern elementar, als
nur Binomialkoeffizienten und das Spiegelungsprin-
zip eine Rolle spielen. Es reicht aber nicht zu wis-
sen, wie der Binomialkoeffizient (’]Z) mithilfe eines
Taschenrechners erhalten werden kann, sondern man
muss seine begriffliche Bedeutung als Anzahl der
Mbglichkeiten, aus n Objekten k auszuwdhlen, ver-
innerlicht haben, siehe hierzu z.B. Henze (2019a).

Natiirlich ist der Nachweis der Unendlichkeit des
Erwartungswertes von W mithilfe der Limesbezie-
hung (16) an der oberen Grenze dessen, was man mit
interessierten Schiilerinnen und Schiilern in einem
Leistungskurs machen kann, aber es muss auch tiber
den Tellerrand der im Zusammenhang mit Bernoulli-
Versuchen fast ausschlieBlich auftretenden Binomi-
alverteilung ,,Futter fiir das Fordern* geben!

Obwohl die eingangs gestellte Frage im Zusammen-
hang mit Bernoulli-Versuchen fast auf der Hand
liegt, diirften die in diesem Aufsatz vorgestellten Er-
gebnisse auch fiir viele Lehrkrifte neu sein, aber Hin-
tergrundwissen ist ausdriicklich erwiinscht! Wer jetzt
neugierig geworden ist und mehr zu Uberraschungen
bei Bernoulli-Versuchen erfahren mochte, wird z.B.
bei Feller (1968), Chapter 3, oder Henze (2018),
Kapitel 2, fiindig.

AbschlieBend sei betont, dass das zur Herleitung der
Verteilung von W verwendete Spiegelungsprinzip ein
schlagkriftiges Hilfsmittel auch fiir andere stochas-

tische Fragestellungen mit direktem Schulbezug ist
(siehe z.B. Henze (2021)).

Danksagung: Ich danke beiden Gutachter(inne)n so-
wie Philipp Ullmann fiir wertvolle Hinweise.
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